VODIC ,A“ za gimnazije
Skolska 2015./2016. godina

MATEMATIKA

Predmetna komisija:
Dina Kamber
Maja Hrbat
Vernesa Mujaci¢

Mirsad Dumanji ¢



Sadrzaj

(1Yo o PP PP P PP PP P PRSP 1
Obrazovni ishodi po oblastima i temMama Za NIVO Au..eoeeeeveieiiiieieeeeeeeeeeeeeeeveee e eeeeer e e e eeeeees 2
[. SKUp. SKUPOVI DIrOJEVA | OPEIACIIE ... .utceeeeeeeeeeeeeiesie e ettt ettt e e e e e eeeees s s a e e e e rreeaaaaaaaeeeeseeas 2.
LT[0 1T o F= U] S - V4 SRR 3
11T =Y o T 4= 1= ST N - 1Y/ L 3
V. ANaliticka gEOMELIIHA U TAVINT ....eviiiiiiiiiiii e meeee ettt e e e s e e s et e e e e e e b e e e e e e aneees 4
V. Linearne jedné&ne i nejedndine. Sistemi linearnih jedBB0a.............oevveiiiiiiiiieiiiiie e 5
VI. Kvadratne funkcije, jedrine i nejednéine. Jednéine viSeg reda. Iracionalne jeditge ........................ 5
VII. Eksponencijalne funkcije, jedtime i nejednéine. Logaritamske funkcije, jedéiae i nejednéine ....... 6
AV 4 PR I 7o T To) .0 =] - NPT 7
IX. GEOMELITJA U PrOSEONU ...eeiiiiiieiee ettt ettt ettt e et e e e e e e e e e e s e e e e e e s et e e et e eeeeaeaaaaaaaaeeeaaaaaaaannnsrnsreeaeeas 7
X. Realne funkcije jedne promjenjive. Diferenaijatacun. Integralni r8UN ............ccoooiiiiiiieeeiiiiieeee e 8
Primjeri zadataka po oblastima (sa rjeSenjima) Za iV0 A.........coccueiiiiiiiiiieeiiiiee e 9
[. SKUp. SKUPOVI DIOJEVA | OPEIACITE ... e ceeeeeeeee ettt e e e e e e ettt e e e e e e e aaaaaaaaaeeaaas Q..
LI [0 1T o F= 18] (A - A PP PPPPPTTP 11
[I]. GEOMELIIJA U FAVNI .ttt ettt et et e e e e e e e e e e e e e e e e anate e e et e e e eaeaaaaaaesessaaaaaannnnsenbbnssneeaaaas 11
V. ANaliticka gEOMELIIHA U FAVINT ....veiiiiiiiiiiiiee et meeeee ettt e e e e e e e et e e e e s anbrreeeeena 13
V. Linearne jedné&ne i nejednaine. Sistemi linearnih jedana.............eevveiiiiiiiiiicniii e 14
VI. Kvadratne funkcije, jedriéne i nejednéine. Jednéine viSeg reda. Iracionalne jeditze ...................... 15
VII. Eksponencijalne funkcije, jedtime i nejednéine. Logaritamske funkcije, jedéiae i nejednéine ..... 16
AV L1 TR T o] a1 4 T=1 4= PSSP 17
D G 1= 44 T= 1 1] WV I ] (015 (o] (U SRR 18
X. Realne funkcije jedne promjenjive. Diferendijatacun. Integralni rédun ...........cccccccvvviiiieeneeeeeeeeeeeenn, 19
Primjer ispita za eksternu maturu Na NIVOU A ..o 21
Y UL U = ] o] | - VS

(1= =100 | = PP 24



Uvod

MATEMATIKA je na eksternoj maturi obavezni predmeda sve denike koji su zavrsili
srednju Skolu s&etverogodiSnjim obrazovanjem.

Svi ispitni ciljevi koji se Zele posii eksternom maturom iz predmeta Matematika, kao i
ocekivani rezultati, temelje se na elementima dedinisy Nastavnim planom i programom za
gimnazije i tehnike Skole u Kantonu Sarajevo. Osnovni zadatak eksterature iz predmeta
Matematika je da izvrSi generalnu provjeru teméljmnanja, sposobnosti i vjeStinéenika u
skladu sa matem&kim kompetencijama neophodnim kako za nastavakoskola, tako i za
rjeSavanje problema iz svakodnevnog zivota.

U skladu s tim, ofd ciljevi eksterne mature iz predmeta Matematika su

1. Provjera matemaikih znanja, sposobnosti i vjeStinacrih u tokucetverogodiSnjeg
Skolovanja u gimnazijama i srednjim tetkim Skolama koji su definisani kroz
Nastavni plan i program predmeta i ovim V@&&n

2. Provjera usvojenosti matem#éte pismenosti i pravilnog koriStenja matendlabig
vokabulara, matem&#ie sintakse i uaje razumijevanje matemaliog jezika pri
¢itanju, interpretiranju i rjeSavanju matendith zadataka

3. Provjera usvojenosti matemgih koncepata, kao i njihovo povezivanje sa ostalim
predmetima

4. Provjera usvojenosti znanja i vjestina potrebmildalji nastavak Skolovanja

5. Provjera ovladanosti proceduralnim tehnikama kaoge psimjenjuju u odnosu na
odgovarajde matematike koncepte

6. Podsticanje unapdesanja nastave —denja i unapréivanje predmetnog programa
Matematike

Ovaj vodt je osnovni dokument ispita koji sadrzi informacgesadrzaju ispita i njime je
odreieno koje znanje se odenika @ekuje na kraju&etverogodisnjeg Skolovanja.

Eksternu maturu na nivou A polaztemici koji su zavrSili gimnaziju idenici koji su zavrsili
tehnicku Skolu a Zele polagati matematiku na nivou A rgaisa na visokoSkolsku ustanovu
koja zahtijeva poznavanje matematike na visem nivou

Ovaj vodt sadrzi:

1) oblastii teme sa ishodima koje su obulerse eksternom maturom za nivo A
2) primjere zadataka za svaku oblast za nivo A
3) primjer jednog ispita na osnovu datih tema i ishpaaivo A



Obrazovni ishodi po oblastima i temama za nivo A

I. Skup. Skupovi brojeva i operacije

Pojmovi/sadrzaj

Ishodiaenja:

Skupovi brojeva

a.
b.

C.

SkupoviN, Z, Q, I, R, C
Omijeri, proporcije i
procenti

Operacije u skupu
kompleksnih brojeva
Graficko predstavljanje
realnih i kompleksnih
brojeva
Trigonometrijski oblik
kompleksnog broja

Ucenik treba znati:

- razlikovati skupoveN, Z, Q, I, R, C

(poznavati termine: prirodan, cijeli, racionalaracionalan, realan
kompleksan broj te razlikovati navedene brojeve)

- prepoznati i upotrebljavati simbole intervalabla[a,b), (a,b],
[a,b]

- zapisivati skupove realnih brojeva intervalimaikazivati ih na
brojnoj osi

- sabirati, oduzimati, mnoziti, dijeliti, korjenotrastepenovati, te
odredivati apsolutne vrijednosti brojeva u skupoviMaz, Q, I, R
- upotrebljavati omjere i iz€anavati procente

- interpretirati i rjeSavati probleme sa procentima

- upotrebljavati zapis kompleksnih brojeva u akyskom i
trigonometrijskome obliku

- odredivati realni i imaginarni dio kompleksnog broja

- sabirati, oduzimati, mnoziti, dijeliti, korjenotrastepenovati, te
odredivati modul kompleksnih brojeva

Stepeni i korijeni

f.

Stepeni sa cjelobrojnim
eksponentima. Operacije
stepenima

Korijeni. Operacije sa
korijenima

Stepeni sa racionalnim
eksponentima
Racionalizacija nazivnika

Ucéenik treba znati:

- primjenjivati pravila za runanje sa stepenima sa cjelobrojnin
s@ksponentom za generisanje ekvivalentnih nutkigrizraza,

- razumjeti i primjenjivati oblast definisanostifenske funkcije i
njene osobine

- primjenijivati pravila za r&unanje sa korijenima za generisanje
ekvivalentnih numetkih izraza,

- prepoznati stepetiji je eksponent racionalan broj i primjenjiva
vezu

- primjenjivati pravila za r&unanje sa stepenima s racionalnim
eksponentom za generisanje ekvivalentnih nutkirizraza

- racionalisati nazivnik

Binomni obrazac i nizovi

Binomni obrazac
Aritmeticki niz
Geometrijski niz i red

. Granina vrijednost niza

Ucenik treba znati:

- primjenjivati binomni obrazac i osobine binomikibeficijenata
- prepoznati aritmetki niz

- odrediti oggi ¢lan, te sumu prvih &ranova koristéi definiciju i
osobine aritmetkog niza

- prepoznati geometrijski niz

- odrediti oggi ¢lan te sumu prvih glanova i sumu reda korisie
definiciju i osobine geometrijskog niza i reda

- izratunavati graninu vrijednost niza u elementarnim
slucajevima,

- izraunavati graninu vrijednost sumelanova geometrijskog

niza u sldaju kada je |q|<1
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II. Algebarski izrazi

Pojmovi/sadrzaj

Ishodiaenja:

oo

Cijeli algebarski izrazi.
Transformacija cijelih algebarskil
izraza.

Polinomi. Sabiranje, oduzimanje
mnozenje polinoma. Dijeljenje
polinoma. Bezuov teorem
Teorem o identinosti polinoma
Razlomljeni algebarski izrazi.
Transformacija razlomljenih
algebarskih izraza

Ucenik treba znati:

- sabirati, oduzimati i mnoziti jednostavnije algeske
nizraze

- rijeSiti problemski zadatak prikazivanjem probkka
isituacije brojnim izrazom i iztwnavanjem njegov
vrijednosti

- primjenjivati formule za kvadrat i kub binomaazliku
kvadrata, kao i formule za zbir i razliku kubova

- sabirati, oduzimati, mnoziti i stepenovati polne jedne
ili viSe promjenjivih

- dijeliti polinome jedne promjenjive primjenom @smog
postupka, kao i primjenom Hornerove sheme

- primjenjivati Bezuov stav

- primjenjivati Teorem o identhosti polinoma na
jednostavnije zadatke

- razlikovati i imenovati cijele i racionalne algeiske
izraze i uspjesSno odtevati njihove oblasti definisanosti

- sabirati, oduzimati, mnoziti i dijeliti jednostaye
razlomljene algebarske izraze

D

III. Geometrija u ravni

Pojmovi/sadrzaj

Ishodiaenja:

~pooCT

Trougao. Podudarnost trouglova
Sli¢nost trouglova

Krug i kruznica.

Cetverougao

Tangentni i tetivntetverougao
Sli¢énost mnogouglova

Obimi i povrSine figura u ravni

Ucenik treba znati:

- razlikovati konveksne i nekonveksne figure, visi¢ova,
vrste trouglova, vrsteéetverouglova, kao i kruznicu i krug
- primjenjivati osnovna svojstva trouglova pri geanju
jednostavnijih problemskih zadataka

- razlikovati zn@ajne t&ke trougla

- primjenjivati stavove podudarnosti trouglova pri
rjeSavanju problemskih zadataka

- odrediti i primijeniti koeficijent skinosti

- primjenjivati stavove stnosti trouglova pri rjeSavanju
jednostavnijih problemskih zadataka

- primjenjivati Pitagorin teorem i njegov obrat pri
rieSavanju problemskih zadataka

- primjenjivati osnovna svojstugetverouglova, kao i
tangentnih i tetivniltetverouglova pri rjeSavanju
problemskih zadataka

- odrediti elemente kruznice i kruga (centar i po&inik,
kruzni luk, kruzni isjéak, centralni i periferni ugao, tetiva
tangenta) i primjenjivati njihove osobine

- primjenjivati teorem o odnosu izrhe centralnog i
periferijskog ugla nad istim kruznim lukom

- primjenjivati formule za izreunavanje obima i povrSine

geometrijskih figura u ravni
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IV. Analiticka geometrija u ravni

Pojmovi/sadrzaj

Ishodiaenja:

Koordinatni sistem u ravni

a.

b.

Udaljenost izméu dvije take.
Koordinate srediSta duzi
Koordinate teziSta trougla.
PovrSina trougla

Funkcija direktne
proporcionalnosty = kx.
Funkcijay = kx +n
Funkcija obrnute

proporcionalnosty =

X

Ucgenik treba znati:

- prikazati i pr@itati koordinate téaka u pravouglom
koordinatnom sistemu

- izratunati udaljenost iznd dvije take

- primjenjivati formulu za izréunavanje koordinata sredis
duzi, koordinata teziSta trougla i povrsine trougta
rjeSavanju jednostavnijih zadataka

- odrediti domenu funkcijg = kx +niy = L

X
- izradunati vrijednosti funkcijy = kx +niy = S
- prikazati funkcijey = kx +niy = ; graficki i tabelarno
- interpretirati graf funkcijgg = kx +niy = S
- odrediti nula-téke funkcijey = kx + n
- odrediti koordinate presjaih tataka grafa funkcije
y = kx + n sa koordinatnim osama
- iz zadanih svojstava, elemenata ili grafa odrédairtkciju

- odrediti tok i znak funkcijg = kx +niy ="

ta

Analiti ¢ka geometrija

e.

Jednéina prave (eksplicitni,
implicitni i normalni oblik)
Jedndina prave kroz dvije tke
Odnos dviju pravih (presjek, uga
uslov paralelnosti i normalnosti)
Jednéina konika. Tangenta i
normala na konike

Ucenik treba znati:

- upotrebljavati eksplicitni, implicitni i normalmblik
jedn&ine prave

- odrediti jednainu prave zadane pravouglim koordinata
ptacke i koeficijentom smjera

- odrediti jednainu prave zadane zadane pravouglim
koordinatama dvije tke

- primijeniti postupak ispitivanja ndesobnog odnosa dvijé
prave

- primijeniti uslov paralelnosti i normalnosti

- izratunati ugao izméu dvije prave

- izratunati pravougle koordinate pre&je take dvije
prave

- izratunati udaljenost tke od prave

- odrediti jednainu kruZnice iz zadanih elemenata i obra
- odrediti jednainu elipse iz zadanih elemenata i obratng
- odrediti jednainu hiperbole iz zadatih elemenata i
obratno te primjenjivati pojam i jed&iae asimptota
- odrediti jednainu parabole iz zadatih elemenata i obrat
- odrediti odnos izmiu konika i prave — ugao, presje
tacke, tatke dodira ukoliko postoje

- odrediti jednainu tangente u t&i krive

ma

\1*4

Ino

no

- primjenjivati uvjet dodira prave i konike




V. Linearne jednacine i nejednacine. Sistemi linearnih jednacina

Pojmovi/sadrzaj Ishodiaenja:
Ucenik treba znati:
a. RjeSavanje linearnih jedtiaa sa | - rjeSavati linearne jeddene sa jednom nepoznatom i
jednom nepoznatom diskutovati rjeSenja ovisno o parametru
b. RjeSavanje linearnih jedtiaa sa | - rjeSavati linearne jediae sa apsolutnim vrijednostima
apsolutnim vrijednostima - rjeSavati linearne nejedéiae sa jednom nepoznatom i
c. Diskusija rjeSenja linearne rieSenja gratiki prikazati na brojnoj osi
jedn&ine sa jednom nepoznatom - rjeSavati linearne nejedéiae sa apsolutnim vrijednostin
d. RjeSavanje linearnih nejedfiaa | - rjeSavati sisteme linearnih jedi@a sa dvije ili tri
sa jednom nepoznatom nepoznate primjenom jedne od navedenih metoda
e. RjeSavanje linearnih nejedtiaa

sa apsolutnim vrijednostima
RjeSavanje sistema linearnih
jedn&ina sa dvije i tri nepoznate.
Metoda supstitucije. Gausova
metoda. Metoda determinanti

VI. Kvadratne funkcije, jednacine i nejednacine. Jednacine viseg reda.
Iracionalne jednacine

Pojmovi/sadrzaj

Ishodiaenja:

Kvadratne funkcije, jednacdine i
nejedn&ine

a.

oo

Grafik kvadratne funkcije

y = ax? + bx + ¢ (nule, ekstrem,
tok, znak)

RjeSavanje kvadratne jedfiae.
Vietove formule

RjeSavanje kvadratne nejedire
Diskriminanta kvadratne jedtiae

Ucenik treba znati:

- odrediti domenu kvadratne funkcije

- nacrtati grafik kvadratne funkcije, kao i znatimfika
interpretirati njene osobine

- izratunati vrijednosti kvadratne funkcije

- odrediti nula-take kvadratne funkcije

- odrediti koordinate presjaih tataka grafa kvadratne
funkcije s koordinatnim osama

- odrediti i primijeniti ekstreme kvadratne funkeij

- odrediti tok i znak kvadratne funkcije

- rijeSiti kvadratnu jednanu primjenom formule za
rjieSenja kvadratne jed&iae i znati zavisnost prirode
rieSenja od diskriminante

- primjenjivati Vietove formule u jednostavnijim
sluicajevima

- primjenjivati rastav kvadratnog trinom na profktore
- na osnovu datih rjeSenja formirati kvadratnu gt
- rjeSavati kvadratne nejedinmae analitéki i graficki

a



Jednafine viSeg reda

e. Jednéine viSeg reda (bikvadratng
kubna, simettina)

Ucéenik treba znati:

.- rjeSavati bikvadratne jedéiae kao i ostale jeditame
viSeg reda koje se svode na kvadratnu jeahoia

Iracionalne jedna¢ine

f. Iracionalne jedn&ne

Ucenik treba znati:

- usvoijiti i primjenjivati definiciono podije iracionalne
jedn&ine

- rjeSavati jednostavnije primjere iracionalnihnetina

VII. Eksponencijalne funkcije, jednacine i nejednacine. Logaritamske
funkcije, jednacine i nejednacine

Pojmovi/sadrzaj

Ishodiaenja:

Eksponencijalne funkcije, jedn&ine
i nejednatine

a. Eksponencijalna funkcijg = a*
(a > 0,a # 1). Svojstva i grafik

b. Eksponencijalne jedidme

c. Eksponencijalne nejedéiae

Ucenik treba znati:

- odrediti domenu eksponencijalne funkcije

- nacrtati grafik eksponencijalne funkcije, kaoa s
grafika interpretirati njene osobine

- izratunati vrijednosti eksponencijalne funkcije

- odrediti tok i znak eksponencijalne funkcije

- prepoznati i rijesiti eksponencijalne jedire

- prepoznati i rijesiti eksponencijalne nejetina

- koristiti osobine eksponencijalnih funkcija pe$avanju
eksponencijalnih jedd@a i nejednaina

Logaritamske funkcije, jednacine i
nejedn&ine

d. Logaritamska funkcijaz = log, x.
Svojstva i grafik

e. Logaritamske jedn@ne

f. Logaritamske nejedime

Ucenik treba znati:

- odrediti domenu logaritamske funkcije

- nacrtati grafik logaritamske funkcije, kao i zinagrafika
interpretirati njene osobine

- izratunati vrijednosti logaritamske funkcije

- odrediti tok i znak logaritamske funkcije

- primjenjivati pravila logaritmiranja

- prepoznati i rijesiti logaritamske jedhiae

- prepoznati i rijesiti logaritamske nejednse

- koristiti osobine logaritamskih funkcija pri rg&nju
- rjeSavati jednéne/nejednaine koje se mogu rijesiti
direktnom primjenom logaritmiranja

- rjeSavati jedné&ne/nejednaine koje se mogu rijesiti
direktnom primjenom definicije logaritma

- rjeSavati jedné&ne/nejednaine primjenom osnovnih
pravila r&unanja s eksponentima i logaritmima

- rjeSavati jedn&ne/nejednaine koje se supstitucijom

mogu svesti na kvadratne




VIII. Trigonometrija

Pojmovi/sadrzaj Ishodiaenja:
Ucenik treba znati:

a. Dokazivanje trigonometrijskih - primjenjivati trigonometrijske funkcije ostriglova na
identiteta rjeSavanje zadataka iz planimetrije i stereometrije

b. Primjena trigonometrije pri - primjenjivati osnovni trigonometrijski identiteadicione
rjeSavanju planimetrijskih i formule, formule za izaunavanje trigonometrijskih
stereometrijskih zadataka funkcija dvostrukog i polo¥nog ugla

c. Primjena sinusne i kosinusne - primjenjivati sinusnu i kosinusnu teoremu prggganju
teoreme zadataka

d. Trigonometrijske jednane - odrediti ofge rjeSenje trigonometrijske

e. Trigonometrijske nejedrne jedn&ine/nejednaine ili rjeSenja iz zadanog intervala

koristeli definicije trigonometrijskih funkcija

- odrediti oge rjeSenje trigonometrijske
jedn&ine/nejednaine ili rjieSenja iz zadanog intervala
koristeli trigonometrijske identitete i formule

- rjeSavati jednéne koje se supstitucijom mogu svesti ng
kvadratne

IX. Geometrija u prostoru

Pojmovi/sadrzaj

Ishodiaenja:

Stereometrija

a. Prizma, kvadar, kocka.

Dijagonalni presjeci. Povrsina i
zapremina

Ucenik treba znati:

- skicirati geometrijska tijela
- prepoznati elemente tijela — osnovu (bazu), viginu,
strane i omot&a

(0]

b. Piramida. Zarubljena piramida. | - primjenom odgovarajih formula izr&unati povrsinu i
PovrSina i zapremina zapreminu geometrijskih tijela

c. Valjak. PovrSina i zapremina - izratunati obim i povrsSinu dijagonalnog presjeka prizm

d. Kupa. Zarubljena kupa. PovrSina  izratunati zapreminu geometrijskog tijela nastalog
zapremina rotacijom trougla tetverougla

e. Lopta. PovrSina i zapremina

Vektori Ucenik treba znati:

f. Osnovne operacije sa vektorima| - sabirati vektore i mnoZziti vektore skalarom
(sabiranje, oduzimanje, mnozenje- primjenjivati koordinatni prikaz vektora
vektora skalarom) - odrediti duzinu vektora

g. Linearna kombinacija vektora. | - odrediti ugao méu vektorima
Linearna zavisnost i nezavisnost| - primjenjivati osobine skalarnog, vektorskog i Bgeitog
vektora proizvoda na jednostavnije zadatke

h. Skalarni proizvod vektora - primjenjivati osobine skalarnog, vektorskog i Bgeitog

Vektorski proizvod vektora
MijeSoviti proizvod vektora. Uvjet
komplanarnosti vektora

proizvoda na rjeSavanje zadataka iz geometrije




X. Realne funkcije jedne promjenjive. Diferencijalni racun. Integralni racun

Pojmovi/sadrzaj

Ishodiaenja:

a. Podruje definisanosti (domen) i
podrje vrijednosti funkcije
(kodomen)

b. Grantna vrijednost funkcije

c. Asimptote funkcije (horizontalna,
vertikalna i kosa asimptota)

d. Primjenaizvoda na traZzenje
ekstrema funkcije i prevojnih
tacaka, te odréivanje
monotonosti, konkavnosti i
konveksnosti funkcije

e. Grafik funkcije

Neodreteni i odreteni integral

g. Primjena integralnog tana na
izratunavanje povrsina ravnih
figura, duzine luka krive i
zapremine

o

Ucenik treba znati:

-odrediti podrdje definisanosti (domen) i podije
vrijednosti funkcije (kodomen)

-izracunati graninu vrijednost funkcije u elementarnim
slucajevima

-odrediti asimptote jednostavnijih funkcija, ukaikostoje
-primjenjivati osnovna pravila za izZt@navanje izvoda pri
rieSavanju jednostavnih ekstremalnih zadataka

- primjenjivati diferencijalni rédun prilikom ispitivanja
oblasti monotonosti, konkavnosti i konveksnostikitije

- crtati grafike jednostavnih funkcija

-primjenjivati metod supstitucije i parcijalne igt@cije na
jednostavnije zadatke

- neposredno tainati neke elementarne neadkae
integrale

- primjenjivati Njutn-Lajbnicovu formulu,

- primjenjivati integralni réun za izrédunavanje povrsine
jednostavnih figura, zapremine nekih rotacioniel&ji
duzine nekih krivih




Primjeri zadataka po oblastima (sa rjeSenjima) za nivo A

I. Skup. Skupovi brojeva i operacije

Primjer 1: Primjenom osobine produzene proporcije odredlifj zitako jex + y+z+t =
198 iakojex:y:z:t=1:2:3:5.

RjeSenje:

Teorema Zbir svih¢lanova sa lijeve strane znaka jednakosti produzemgorcije odnosi se
prema zbiru sviltlanova sa desne strane proporcije kao bilo &aj sa lijeve strane prema
odgovarajgemclanu sa desne strane.

xXtytz+t x y

t
T+2+3+5 1 2 375 X
198 x y =z t I I =18
—_— e —_ e = — = = = = =

1 1 2 3 5 "

x=k = x=18, y=2k = y=36, z=3k = z=54, t=5k = t=90

Primjer 2:Dat je kompleksni bray = 1 —i.
a) napisatiz u trigonometrijskom obliku
b) odreditiZ®

RjeSenje:

a) Trigonometrijski oblik kompleksnog broja glast = p(cose + i sing), pri cemu jep
modul kompleksnog broja, @= arg z.

Re(z)=x=1, Im(z) =y=—-1 = p=x2+y2=V1+1=+2
cine _Y _ __1 = — = T = = T

| nacin: tgp=-=—1= 1, tg450 tg 3 1 = a "
Tacka M(1, -1) koja odgovara kompleksnom broju z = Lralazi se u IV kvadrantu, a

uglove iz tog kvadranta ¢éanama po formulp = 27 —a = 2r — = = iy

4 4
Gn: sing=Y="2.2__¥2
Il naéin : sing =2 =75"5= "3
_x_1.¥2_+2
cosgo—p—\/E A
Sinus nekog ugla negativan je u Il i IV kvadrardaukosinus nekog ugla pozitivan je u | i
IV kvadrantu. PoSto je naS kosinus pozitivan aisinegativan, ugao se nalazi u IV
T 7T

kvadrantu, tjp =2r —a =271 - T



Trigonometrijski oblik kompleksnog z broja glasE \/f(cos%" + isin%").
b) Formula za stepenovanje kompleksnog broja onognetrijskom obliku glasi

z" = p"(cos ng + isinng) =

z8 = \/ﬁ(cos 8 -%ﬂ +isin8 %”) = 2*(cos 147 + i sinl4m) = 16(cos 0 + i sin0) = 16

12
Primjer 3:Odrediti koeficijent onoglana razvoja(x + iz) koji ne sadrzk.
X

RjeSenje:Opéi ¢lan u razvoju iznosi: Ty, = (Z) a® bk, tj. Tppr = (12) x 127Ky =2k =

k
12 12-3k
(7)1
Trazimo onok za koji je eksponent jednak nuli. 1z 12 — 3k Hifedi k = 4. To je pettlan u
razvoju, a iznosiTs = (142) = 495.

Primjer 4:Odreditid i §, ako jea;= 2,a, = 149 in = 22.

RjeSenjeOpti ¢lan aritmettkog niza glasi,, = a; + (n — 1)d. Formula za sumu glasi
Sy, = g(a1 +a,) ili S, = g(Zal + (n—1)d).

a, =a; +(n—1)d
149 =2+ 24
d=7

Sp = %(al + an)
S,,=11(2 + 149)

Sy, =11-151
SZZ = 1661
Primjer 5:Ako je u geometrijskom niza, = —243iq = —%, izratunatia; | .

RjeSenje:Oti ¢lan geometrijskog niza ja,, = a; - q" %, pa jeag = a, - q°, tj. —243 =

3\° e
a (— 5) , a odavde slijedi da @ = 32
Posto jeg = —% # 1 za sumu koristimo formulus,, = al%
3 6
-=) -1
s6=32-( 23) = —133.

2
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II. Algebarski izrazi
Primjer 1:Odrediti realne parametegb, ¢, tako da su polinon#(x) = 2x3 — 9x2 + 13x —
6iQ(x) = (x—2)(ax? + bx + ¢) identicno jednaki.

RjeSenje: Potreban i dovoljan uslov da polinofix) i Q(x) budu identki jednaki je da
koeficijenti njihovih odgovarajtih ¢lanova budu jednaki:

P(x) = Q(x)

2x3 —9x2 4+ 13x — 6 = (x — 2)(ax? + bx + ¢)

2x3 = 9x% + 13x — 6 = ax® + bx? + cx — 2ax? — 2bx — 2c

2x3 —9x?2 +13x — 6 = ax3® + (b — 2a)x? + (c — 2b)x — 2c, i odavde slijedi
a=2,b—2a=-9, c—2b=13, —2c = —6

a=2,b=-5,¢c=3

_— o . 2 x3 x? 1 1
Primjer 2:Pojednostaviti izragx* + 2) (; -7t m) :

RjeSenje:

(% 4 2) x3 x? 1 N 1 o2+ 2) x32-1 x*-1
X — — = (x —
x—1 x+1 x—-1 x+1 x—1 x+1

(x—l)(xz+x+1)_(x—1)(x+1)>=

=(x%2+42
(x+)< x—1 x+1

=x?+2)(x?+x+1—x+1)=x*>+2)(x*+2) =

= (x? + 2)?

III. Geometrija u ravni

Primjer 1:Paralelne stranice trapeza su 18 cm i 16 cm, aa/i8icm. Kolika je udaljenost
presjé&ne ta&ke produzenih neparalelnih stranica odckrasnovice?

11



RjeSenje:

Posto vrijedi< MDC =< MAB | < DCM =< ABM
(uglovi sa paralelnim kracima), to su trougl®ABM

i ADCM sliéni (stav UU), pa su im odgovarggl
stranice i visine proporcionalne, tj. 18 : 16x=H9) : X,
X=72cm

Primjer 2:Stranice trougla su duzira= 37cm,b = 20cm,c = 51cm. Izrgunati poluprénik
opisane i upisane kruznice tog trougla.

RjeSenjePosto je povrSina trougla dataBa i—l:: =rs= \/s(s —a)(s—b)(s—rc), gdje su
Rir polupre&nici opisane i upisane kruznices @oluobim trougla, to je:

__atb+c _ 37+20+51
2 2

54,

P=\s(s—a)(s—b)(s—c) =./54(54 —37)(54 — 20)(54 — 51) =/54-17-34-3 =
=+9-3-2-17-17-2-3=+/(9-2-17)% = 306cn"

P 306 17 abc 37-20-51 375 185
35 = = —Cmm, R = = _'———'::-zr'cnq

r= — = — = ==
54 3 4P 4306 6

Primjer 3:Stranice trougla sua =12 cm, b = 15 cm i ¢ M8 a obim njemu sihog trougla
je O = 60 cm. Nai stranice drugog trougla i omjer povrSina.

RjeSenje Obimi sliénih trouglova odnose se kao odgovaéajstranice, tj 02 = ai = bi =—
1

O=a+b+c+=45cm

45 12 45 15 45 18
—== = a,=16; ==— = b =20, —=— = a, =24
60 aq 60 b1 60 Cq

Stranice drugog trougla su duzine 16 cm, 20 cmar@a4

PovrSine skinih trouglova nalaze se u omjeru koji jednak kvadramjera odgovaragih
stranica (kvadrat tzv. koeficijenta@tosti). Dakle:

2

=) =) =) -5

. - . . 9.
Omjer povrsSina ovih trouglova iZnogi.

12



IV. Analiticka geometrija u ravni

Primjer 1: Data su tiemena trough(—8,1), B(4,10), C(16, —6).
a) Napisati jednéinu teziSnicd, u eksplicitnom obliku.

b) Odrediti duzinu teziSne du#i.

RjesenjeKoordinate sredine duzi BC sd, (%%) tj. 4,(10,2).

a) TeziSnica, odraiena je tékamaA(—8,1) i A;(10,2), paéemo Koristiti jedn&inu prave

kroz dvije take y_}’1=12;zl(x_x1):
2741
_2—1( +8)
YT T 10+8"
1= 1( + 8)
T

1 4
y=-—2x+=-+1

~18% 79
1 .1
Y=18*" 9

b) DuZinu teziSne duij, tj. duziAA, odreiujemo preko formule za udaljenost izinedvije
tacke:

d(4,A,) = \/(xz —x1)% + (y2 — y1)?

d(A,A;) = /(10 + 8)2 + (2 — 1)2 = V182 + 12 = /325 = 5V/13cm

Primjer 2: Odrediti sve vrijednosti realnog parametna za koje pravay = mx + 10
predstavlja tangentu kruzniée: x? + y? = 20.
RjeSenjeDa bi prava bila tangenta kruznice potreban i dawolislov je da sistem jedfina

y=mx+ 10
x2+y? =20

ima samo jedno rjeSenje. UvrStavajprvu jednainu u drugu, dobijamo

x? + (mx +10)2 =20
(m?+1)x2+20mx+80=0

13



Patetni sistem jedni@na ¢e imati samo jedno rjeSenje, tj. prata biti tangenta kruznick
akko ova kvadratna jed#iaa ima samo jedno rjeSenje, dakle ako joj je diskranta jednaka
nuli. 1z tog uslova dobije se

D = 400m? — 320(m? + 1) = 80m?2 — 320 = 80(m? — 4)
D=0=>m?—-4=0

m? =4

m=+2

V. Linearne jednacine i nejednacine. Sistemi linearnih jednacina

Primjer 1:RijeSiti pox jednainu (mrealan parametaryn®x + 4 = m(x + 4)

RjeSenje:
m?x + 4 =m(x + 4)
m?x + 4 =mx + 4m
m?x —mx = 4m — 4
(m?—-m)x=4(m—-1)
mm—1Dx=4(m—-1)
Diskusija:
1) Akoje m(m—1) #0,t. m# 0im # 1, jedn&ina ima jedinstveno rjeSenje i to

_4(m-1) _i

" m(m-1) m
2) Akojem(m—1) =0,t. m=0ili m =1, imamo:

a) Ako je m = 0 data jedné&na dobija oblik0 - x = —4 Sto nije t&no, i jedndina
nema rjesenja.
b) Ako jem = 1 data jedné&na dobija oblik0 - x = 0, pa su rjeSenje jedtiae svi
realni brojevi.

Rezime:

1) m#0 A m#1 =>x=%
2) m = 0, nema rjeSenja,
3) m =1, rjeSenje jevVx € R.

Primjer 2:Rijesiti jedn&inu: |[x =1 +|x+3 = 2x+ 2

RjeSenje:
0 -3 1 o0
x—1 - - +
x+3 - + +
i. x€(—o,—3)

Jednéina postaje:
—-x+1—x—-3=2x+2
—4x =4
x=-1

14



Postax = —1 ne pripada interval(—oo, —3), nije rjeSenje!

i. x€[-3,1)
Jednéina postaje:
—x+1+x+3=2x+2
—2x = —2
x=1
x = 1 ne pripada interval{+3,1), pa nije rjeSenje getne jedn&ne!

ii. x€[1,0)
Jednéina postaje:
x—14+x+3=2x+2
2x+2=2x+2
0=0

Dobili smo ta&nu jednakostpa je rjieSenje svaka iz intervala [1,0). To je ujedno i
rjieSenje podetne jednéine.

VI. Kvadratne funkcije, jednacine i nejednacine. Jednacine viSeg reda.
Iracionalne jednacine

Primjer 1:Data je jedn&ina(m — 2)x? — 2(m + 1)x + m + 3 = 0. Odrediti parametam
tako da zbir kvadrata njenih rjeSenja bude 2.

RjeSenjeUslov zadatkax? + x2 = 2, piSemo kadx; + x,)? — 2x;x, =2 (1)
Po Viete-ovim pravilima imamo
b 2(m+1) c m+3

x1+x2=—a=ﬁ, x1x2=a—m_2 (2)

Uvrstavajui relacije(2) u uslov(1), dobijamo:
4(m +1)2 m+3

(m—2)? m—2

tj. jedn&inu pom:
14m+8=0
Cije je rjeSenjen = —% .

Primjer 2:RijeSiti jedn&inu: v2x +1=1—x
RjeSenjeOdredimo prvo definiciono podéje ove jednaine:

DP. 2x+1=20 i 1-x2=0

15



A

Y

bI| =

Jedndina je definisana za € [— % 1].

Kvadriranjem dobijamo:
2x+1=1-2x+x?
x2—4x=0
x(x—4)=0

x; = 0 i x, = 4: drugo rjeSenje ne pripada definicionom paglrutako da je rjeSenje nasSe
jedna¢ine x = 0.

VII. Eksponencijalne funkcije, jednacine i nejednacine. Logaritamske
funkcije, jednacine i nejednacine

Primjer 1:Rijesiti eksponencijalnu jedtiau 3**1 + 18 - 37* = 209,
RjeSenje:
3**1 +18.37¥ =29 /- 3%
32+1 418 =29 3%
3:32%-29-3*+18=10
Uvedemo smjenu = 3* i dobijamo kvadratnu jeddau:

3t2—-29t+18=0
CijasurjeSenja; =9it, = g

i. 3*=9>=3*¥=32 = x=2

Primjer 2:Rijesiti nejednainu: logg ,(2x — 5) > logg 4(x + 1).

RjeSenje: Definiciono podrdje nejednaine je:
2x—-5>0 i x+1>0
x> g i x> -1

pa je definiciono podiije x € G +oo).

16



Kako je baza logaritma manja od 1, z& (§,+oo) zadana nejeddma je ekvivalentna sa
nejednginom:
2x—-5<x+1
Cije je rjeSenjex < 6.
RjeSenje date nejedtine je presjek definicionog podija i rjeSenja ekvivalentne

nejedndine, tj.
5
ve(5.6)

VIII. Trigonometrija

Primjer 1:Ako je cosx = —3, pri éemu j€& < x < m, odrediti vrijednost odg x.

Rjesenje/Ako je cosx = —2, pri emu jeZ < x < m, imamo

sin®x 4+ cos’x =1
2 2

sin“x =1 —cos“x

.2 =1__

sin“x T
s 16
sin“x = —
25

sinx = i%, auz uslov’zE <x<mjesinx = % (funkcija sinus je pozitivha za vrijednosti
argument iz drugog kvadranta).

4
. __ sinx _ 5 4
Tada jetgx = cosx 3 tj.
¢ 4
x=-=
& 3
. . . 2sinx—sin 2x . 2
Primjer 2:1zratunati ————————, ako jex = =.
2 sinx+sin 2x 3
. . « . 2 . 2 4 3 .
RjesenjePostoje==24+Zi2-Z == == _Z imamo:
3 2 6 3 3 2 6
. 2T . b4 s T. . 4m . 3 T T
SIn— = SIn (— +—) = COS—1SIn— = Sin (_ ——) = —COS-—.
3 2 6 6 3 2 6 6

Sad imamo:

2sinx — sin 2x B Zsinz?n—sin%r_ 2cos%+cos%: 3COS%

- i3 T T
zm%”mm%ﬂ 2COSg—COSg cos¢

= =3
2sinx 4+ sin 2x

Primjer 3:Rjesiti jednainu: sin 2x = 2 sinx
RjeSenje:
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sin2x = 2sinx
2sinxcosx = 2sinx
2sinx (cosx—1) =0
sinx =0 i cosx—1=0
X1 = kﬂ', Xgo = Zkﬂ, keZ

IX. Geometrija u prostoru

Primjer 1: Dijagonalni presjek kvadra je kvadrat povrs§ine Q60 cnf. Odrediti duZinu
prostorne dijagonale.
RjeSenje:

Q = c-d, pricemu jec jedna ivica datog kvadradadijagonala strane
kvadra sa ivicamaib

Posto je dijagonalni presjek kvadrat, slijedi da je d, pa je:
Q=cd=c?*=400=>c=d=20cm

Prostorna dijagonala ovog kvadra je dijagonala katadsa duzinom
stranicec = d = 20 cm, pa je:

D? =2-¢c?=2-400 =800
pa je duZina prostorne dijagondle= 20+v/2 cm.

Primjer 2:Odrediti zapreminu kupgija je povrsinaP = 384r dn?, a izvodnicas je za 4 dm
kraca od prénika kupe.

RjesenjePovrsinu kupe runamo po formulP = r2m + rrs. Dato jeP = 384w dnf i
s = (2r — 4) dm. Imamo:

P=r’m+rns = 384n =r’mn+rn(2r—4) = 384 =12+1r2r—4)

Dobijamo kvadratnu jedsau por, 3r2 — 4r — 384 = 0, ¢ija su rieSenjay, = 12,1, = —33—2.

Posto radijus (poluptaik) kruga ne moze imati negativnu duzinu, rjieSgajesamor = 12
dm.

Sad imama = 2r — 4 = 20 cm. Visinu kupe r&unamo poméu Pitagorinog teorema:
H?=s5?—7r? = H?=400—-144 = H? =256

Visina kupe iznosH = 16 dm. Zapreminu kupe ¢ganamo po formull = gran i imamo:

18



VzngnH=§-122-n-16=768ndm3

- .

Primjer 3:1zratunati ugao izméu vektorad =7+ j—4k i b =1— 2]+ 2k.

RjeSenje:

_ a,b; + a,b, + azbs
Ja2 +a? + a2\/b? + b2 + b?

cos4(d, I;) =

B
2

= |

1-2-8 -9

Viti+i6Vita+as  V18V9

coszi(c_i, 1_5) = —g, pa je ugao izmit ova dva vektora35’.

Primjer 4: Naéi povrdinu paralelograma konstruisanog nad vektarith= 27+ 37 i b =
37 + 2k.
RjeSenjePovrSinu paralelograma konstruisanog na zadaniroriela r&unamo po formuli

P = |d x b|. Odredimo prvo vektorski proizvod vektaid b:

b, b, bs| |0 3 2

Sad mozemo odrediti povrSinu paralelograma:

P = |61 — 4] + 6k| = V36 + 16 + 36 = V88
X. Realne funkcije jedne promjenjive. Diferencijalni racun. Integralni racun

Primjer 1:0Odrediti podrdje definisanosti (domen) funkcijef(x) = vx?2 —6x+5
RjesenjeFunkcijaf(x) = Vx2 — 6x + 5 je definisana za? — 6x + 5 > 0.

_—b+Vb?—4ac 6+V36-20 6+t4
B 2a B 2 2

X2

(x=5)(x—1)=0 = x € (—0,1] U [5,+x)

Pa je(—, 1] U [5, +o0) definiciono podrdje date funkcije.

Primjer 2:Ako je f(x) = 2x + 1, odrediti:
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flx+1)

f(x-3)
f(x+1))f(§>+1
f(x-3)

a. lim,_ e

b. lim,_ e (

RjeSenjelPosto jef(x +1) =2(x+1)+1=2x+3, f(x—3)=2(x—3)+1=2x -5,
tef(g) = 2-§+1 = x + 1, imamo:

0
: flx+1) . 2x+3 .. 2 +§ 2
a. hmx_>+oo m =1 x—+00 m = llmx_)+oo 2—_5 = E =1
0
X
o iy (L) By (Y
251w OF42)
_ g \¥+2 _ 1 8 | - .
= lim (1+ ) = lim |1+ 3= =e
X—+co 2x-5 x—+ o0 =

8 "/
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Primjer ispita za eksternu maturu na nivou A

Napomena:RjeSenja zadataka su uokvirgna.

1. Akojea, = —40,S,, = —40, izra&unatia,, i d.
RjeSenje je:
a) ay, =36,d=—4
b) a,, = —36,d = 4
c) lay =36,d = 4|
d) a,, =—-36,d=—4

2. Pojednostaviti izra, b &b) % a#tb
atb a-b/ b4-a

RjeSenje je:

a)

b) —4ab

c) 2b?

d) —2h2

3. Normala spustena iz vrha B paralelograma ABCD fegdnalu AC dijeli tu dijagonalu
na dva dijela duzina 15 cm i 6 cm. Odrediti duzstanica paralelograma,i b, ako je
a—b=7cm.

RjeSenje je:

a) a=27cm,b=20cm
b) a=24cm,b =17 cm
c) la=17 cmb =10 cm|
d a=14cm,b=7cm

4. Odrediti sve vrijednosti parametnaza koje pravdm + 1)x —(3—-m)y+7—-m =0
zatvara ugao od 45° sa pravam- 2y = 5.
‘ Rje§enje:m1 =0 m, = 5‘

5. Rijesiti jedn&inu|x — 1|+ |x+ 3| =2x+2
| RjeSenje:x € [1,4 )]

6. Ako sux, i x, rieSenja jedngine 2x2 + 3x + 3 = 0, izraunati brojnu vrijednost izraza
1 1

X1 x{

7. Rijesiti jedn&inu—— = logx + 1
logx—1

| RjeSenje:x; = 100,x, = 0,01 |

21



8. Rijesiti jednainu sin 2x = 2sin?x
RjeSenje:x = km;x = kn+7, k€T

9. Uspravna kupa ima polupneik bazer = 6 cm i omota povrsineM = 60m cm?.
Izracunati zapreminu kupe.
| RjeSenje:V = 96m cm? |

x2-2
2

10. Odrediti definiciono podrije funkcijey = [logg s
Rjesenje:x € [-2,—v2) U(v2,2]]
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Struktura ispita

Svi zadaci u Vodiu su koncipirani na osnovu nastavnih jedinica izevag Nastavnog plana i
programa gimnazije i srednjih telikih Skola. Selekcija zadataka je izvrSena na oasnov
odobrenih udzbenika Matematike za gimnaziju i syedehnéke Skole.

Ispit ¢e se sastojati od 10 zadataka ujeéena tezine i sthe strukture kao u Vodli.
Maksimalan broj bodova kojetenik moze osvojiti na ispitu iznosi 10 bodova.

Jedan zadatak se boduje sa 1 bod ili 2 x 0,50 lmoddko zadatak sadrzi jedan dio, onda se

tacan odgovor boduje 1 bodom, a ako je zadatak s@stan dva dijela onda se svakiite
uraden dio boduje sa 0,50 bodova.
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Huski¢, A. Matematika sa zbirkom zadatakalP ,Svjetlost d.d. Sarajevo

Huski¢, A. Matematika — zbirka rijeSenih zadataka. P ,,Svjetlost” d.d. Sarajevo

Huski¢, A. Matematika — zbirka rijeSenih zadataka I¥ ,Svjetlost* d.d. Sarajevo

. Prgo, SMatematika za drugi razred srednjih 3kolR ,Svjetlost* d.d. Sarajevo

10 Softi¢, S.Matematika za tré razred srednjih SkolalP ,Svjetlost” d.d. Sarajevo
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